CALCULO VETORIAL E TENSORIAL - LISTA 1, 2025
RoLDAO DA RocHA - UFABC

. Dados vetores @, ¥, W, Z € R3, mostre que:

. Calcule o gradiente V f dos seguintes campos escalares:
a) f(z,y) = y* + zcos(z’y),

b) f(z,y) =€ tan(zy),  c) In(ay? —y® — 3az?)

Calcule também ||V f|| para cada item acima.

. Considere dois campos escalares g : R — R e f: R? — R. Prove que V(fg) = fVg+gVf.
. Mostre que V(r") = nr" =27

. Mostre que os operadores divergente e rotacional sdo lineares, ou seja, dados @, 7 € R? e constante
a € R segue-se que:

a) V- (ai+ V) =aV -0+V- -0

b) VX (ai+7)=aV xad+V X7

. Dado um campo escalar f : R> — R e campos vetoriais @ = ii(z,y,2) e ¥ = ©(x,y, z), mostre que

(a) V

X (fi) = IV x @+ (Vf) x @
(b) V- (u x

) =7-(Vxu)—u-(V x7)

—

. Dados campos vetoriais 4 = @(z,y, z) e U = ¥(x,y, z), mostre que

V x (@ x8) =d(V-7) -6V - @) + (7 V)i — (T V)T

. Calcule o gradiente do campo escalar f(z,y,z) = 3:62\/@ + cos(3z2).

Resposta:
2

- i+ (5

. Calcule o gradiente do campo escalar f(x,y, z) = sin(x)e? In(z).
Resposta:

) j— 3sin(32)k.

Vf = (cos(x)e? In(2))i + (sin(x)e’ In(2)) 7+ (i sin(:r)ey> k.

. Calcule V - & e V x 4 para os seguintes campos vetoriais:

(8) i(z,y,2) = (2° +y=2)i + (y + 22)] + (2 + 2p)k
(b) d(z,y,2) = (z — 3y>)i+ 3z — 2)j+ (y — 22)k

. Mostre que V - (4 x ¥) = 0 se 4 e ¥ forem ambos campos vetoriais irrotacionais.

. Se 4 for um campo vetorial irrotacional (ou seja V x @ = 0), sendo ¥ = zi + yj + zk, mostre que
@ x 7 & solenoidal (um campo vetorial ¢ dito solenoidal se seu divergente for nulo).

. Defina o operador de momento angular L= (Lg, Ly, L), onde as componentes sao dadas por

. 0 0 0 0 . 0 0
Lz—‘@(yaﬂay)’ Ly=- (Zax‘az)’ Lz—‘(ay ym)

Mostre que L = —i7x V. Mostre que Ly Ly—LyL, =iL,, L,L,—L,L, =1Ly, LyL,—L,L,=1iL,.
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A velocidade de um fluido bidimensional é dada por ¢ = ¥(z,y) = u(x,y)i — v(z,y)j. Supondo
que o fluido seja incompressivel (ou seja, V - ¥ = 0) e irrotacional, prove que valem as condigées de
Cauchy-Riemann

ou  0Ov ou ov

dx 9y’ dy Oz
Calcule V - (r"7).

Sejam f, g dois campos escalares diferenciaveis. Prove que (Vf) x (Vg) é solenoidal. Use o ex. 6,
letra b).

Prove que V x (fVf) =0, onde f é um campo escalar diferenciavel.
Prove que V x Vf = 0, onde f é um campo escalar de classe C2.

Dado F : U C R? — R3 um campo vetorial de classe C2, calcule V - (V x F).
Considere o conjunto S = {(z,y) € R?|(z,y) # (0,0)} e o campo vetorial @ = — %7+ el se

x2+y2
(z,y) € S. Mostre que Vxu=0=V-1.
Usando o exercicio 7, mostre que se @ é um vetor constante, entdo V x (4 X 7) = 24.
(a) Mostre que @ x (V x @) = $V(u?) — (@ - V)i, onde u = ||i|.
(b) Dados f,g: U C R?* — R campos escalares e, usando o item 6)a), mostre que se o potencial

magnético A for dado por A = %(ng — gV f), entdo o campo magnético B = V X A ¢ dado
por B = Vf xVg.

Dado F: U C R? = R3 um campo vetorial de classe C?, mostre que

V x (VxF)=V(V.F)-V?F

onde
. . N Fl(xayv Z)
F(F) = F(CL‘,y,Z) = Fl(Iay7 Z)i+ FQ(‘/L‘ayv Z)j+ FS(:UayaZ)k = FQ(:’Uay?Z)
F3(xay7 Z)

(aqui Fi(z,y, 2), Fa(z,y,2) e F3(z,y, z) denotam campos escalares que sdo componentes do campo

—

vetorial F'(z,y,z)) e R
V2F = (V2F)i+ (V2R)j+ (V2 E3)k.

Calcule o rotacional do campo vetorial F:UCR3—>R3

—

F(z,y,2) = (ycos(zy), —x sin(zyz), z In(zyz)) .

Resposta:
VxF= <x2y cos(zyz) + E, —E, —sin(xyz) + xy(sin(xy) — z cos(zyz)) — cos(:zy)) .
y x

Mostre que um campo gravitacional nao tem spin (ou seja V x F= 6) Faga isso de duas maneiras:

a) Usando a defini¢ao

_ GM d
F(r,y,z) = - rszZ—GMm:B:—GMm<( i Yy c

— GMm

r

Vi) =V (GMm> — GMm <1> — GMm <—1> F = Fa,y,2).

r r r2

b) Mostramos em aula que existe um potencial f(r) cujo gradiente é dado por

Use esta informacao.

22 +y2 + 22)3/27 (22 + y2 + 22)3/27 (22 + y2 + 22)3/2
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Calcule o rotacional do campo vetorial F:UCR3 > R3
F"(x,y,z) = (y+x2+6z2,e‘”+y,z+x+y).

Resposta:
VxF=(1,12z—1,e"" —1).

Calcule o rotacional do campo vetorial F:UCR3—R3

—

F(x,y,z) = (cos(x)sin(y), cos(xz), sin(yz)).

Resposta:
(xsin(xz) + zcos(yz), 0, — cos(x) cos(y) — zsin(zz)).

Dado um campo escalar f : U C R?> — R e um campo vetorial F:UCR — R, se V x F = 6,
entdo F é dito ser um campo vetorial irrotacional. Se F for um campo vetorial conservativo, entao
existe um campo escalar f = f(x,y, z) tal que F = Vf. Mostre, usando o ex. 18, que F = Vfeé
um campo vetorial irrotacional.



