CALCULO VETORIAL E TENSORIAL - LISTA 4

RoLDAO DA RocHA - UFABC

1. Coordenadas parabdlicas sao definidas pelas transformagoes

z(u,v,0) = wvcosb
y(u,v,0) = wvsind
1
z(u,v,0) = §(u2 —v?), u € [0,00), v € [0,00), 0 € ]0,2m). (1)

Defina os versores i, ¢ e 6 como aqueles que apontam nas diregoes de cresc1ment0 das respectivas

variaveis. (Tais versores sdo os vetores sao €, = amév = gi,é’g = ae ~ normalizados.)

Calcule o jacobiano e o elemento de volume dV nessas coordenadas.

Calcule as transformagoes inversas v = u(z,y, 2),v = v(x,y, 2) e 0 = 0(x,y, 2).
Calcule a métrica em coordenadas parabolicas. A métrica é ortogonal?

Calcule os fatores de escala hy, h, e hg.

Calcule o gradiente, o divergente, o rotacional e o laplaciano nessas coordenadas.

Tal sistema de coordenadas é dextrogiro ou levogiro?

2. Coordenadas esféricas sao definidas pelas transformagoes

x(r,0,¢) = rsinfcosa,
y(r,0,¢) = rsinfsin g,
2(r,0,9) = rcosb, r€0,00), 8 € (0,m), ¢ €[0,27]. (2)

Defina os versores 7, fe qﬁ como aqueles que apontam nas direcoes de crescimento das respectivas

variaveis. (Tais versores sdo os vetores sao €, = g ,6p = ge,e¢ = g—; normalizados.)

Calcule o jacobiano e o elemento de volume dV nessas coordenadas.

Calcule as transformagoes inversas r = r(z,y,2),0 = 0(z,y, 2) ¢ ¢ = ¢(z,y, 2).
Calcule a métrica em coordenadas esféricas. A métrica é ortogonal?

Calcule os fatores de escala hy, hy € hy.

Calcule o gradiente, o divergente, o rotacional e o laplaciano nessas coordenadas.

Tal sistema de coordenadas é dextrogiro ou levogiro?

3. Calcule o gradiente do campo escalar f(p,0,z) = p? + p®sin? 6 4 322, em coordenadas cilindricas.

4. Calcule o laplaciano do campo escalar f(p,0,2) = p? + p3sin? 6 + 322, em coordenadas cilindricas.

5. Calcule o divergente do campo vetorial F (p,0,2) = p?p + p3sin 06 + 323 cos Ok, em coordenadas
cilindricas.

6. Calcule o rotacional do campo vetorial F (p,0,2) = p*p + p? cos 66 + 322sin 912:, em coordenadas
cilindricas.
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Calcule o gradiente do campo escalar f(r,0, ) = 72 + r3 cos® § + 3sin ¢, em coordenadas esféricas.

. Calcule o laplaciano do campo escalar f(r, 0, ¢) = 72 +r3sin* @ + 3tan ¢, em coordenadas esféricas.

. Calcule o divergente do campo vetorial F (r,0, ) = 12 cos ¢ + r3 sin 00 + 3sin ¢ sin «9@3, em coorde-

nadas esféricas.

Calcule o rotacional do campo vetorial F (r,0,¢) = 12 cos ¢t + r3 sin 00 + 3 cos ¢ sin 0(25, em coorde-
nadas esféricas.

Calcule o laplaciano do campo escalar f(r, 0, ¢) = r2 4 r3sin? 6 + 3tan ¢, em coordenadas esféricas.

Calcule o divergente do campo vetorial F (r,0,¢) = 2 cos ¢F + r3sin 66 + 3sin ¢ sin 66, em coorde-
nadas esféricas.

Calcule o rotacional do campo vetorial F (r,0,¢) = r?cos ¢f + r3sin 66 + 3 cos ¢ sin qu, em coorde-
nadas esféricas.

Calcule o laplaciano do campo escalar f(u,v,0) = u? + v? + uvsinf, em coordenadas parabélicas.

Calcule o divergente do campo vetorial F (u,v,0) = uvcos i + uvsin? o — uzé, em coordenadas
parabélicas.

Calcule o rotacional do campo vetorial F (u,v,0) = wvcosOi + uvsin? 0 — uzé, em coordenadas
parabélicas.

Um sistema de coordenadas hiperbolicas é definido pelas transformacgoes

x = cosh ysinfcos ¢
= cosh psinfsin ¢
z = sinhpcosé, p € [0,00), 8 €[0,7], ¢ €[0,2m). (3)

(a) Defina os versores i, 6 e ¢ como aqueles que apontam nas diregdes de crescimento das respec-

e .. . . e “N—»_&—»_&—,_@ .
tivas variaveis. (TalS versores sao 0s vetores sao €, = 8M,eg = 89,e¢ = 9 normahzados.)

(b) Calcule o jacobiano e o elemento de volume dV nessas coordenadas.
(c) Calcule as transformagoes inversas u = u(z,y, 2),v = v(z,y,z) e 0 = 0(x,y, 2).
(d)

)

(e

(f) Calcule o gradiente, o divergente, o rotacional e o laplaciano nessas coordenadas.

Calcule a métrica em coordenadas hiperbélicas. A métrica é ortogonal?

Calcule os fatores de escala hy, hg e hg.

Calcule o laplaciano do campo escalar f(u, 6, ¢) = sin p+sin 6 +sin ¢, em coordenadas hiperbélicas.

Dado um campo escalar esfericamente simétrico, f = f(r), onde r é a distancia radial em coorde-
nadas esféricas, verifique, a expressao para o gradiente em coordenadas esféricas, que

df .
Vir)= s
Calcule, dai, o campo elétrico E = —VV(r), onde
Ze
V =
(r) 4meqr

é o potencial de Coulomb. (Aqui Z denota a carga elétrica em um corpo, e é carga elétrica de uma
particula, €y é a permissividade elétrica.
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V x

. Resolva a equacao de Laplace V2f = 0, onde f = f(p) é um campo escalar de classe C?, e p denota

o raio, em coordenadas cilindricas.

Um fio ao longo do eixo z transporta uma corrente I. O potencial vetorial magnético é dado por

A:“Iln<1> k.
2 P

Mostre que a indugao magnética

B=VxA

é dada por
B:LIA
2mp

O fluxo de calor na coroa solar obedece a equagao
V- (kVT) =0,

onde T'= T'(r) é um campo escalar que denota a temperatura. Aqui k oc T 5/2 denota a condutivi-
dade térmica. Admitindo-se que T'(r) o< 7™, mostre que a equagao de fluxo de calor é satisfeita por

p .
T="1T (%) , onde rg é uma constante. Determine p.

Em coordenadas esféricas, um campo de forca é dado por

= 2Pcos)  ~Psinf
F=r s +t0———, r>P/2.
r r
Calcule V x F e determine se existe ou ndo um potencial escalar para F (ou seja, existe um campo
escalar f : U C R — R tal que F = Vf?) O campo F é conservativo?

Mostre que o campo vetorial

Q- —¢2C0t 0
r
é solucao da equacao
P
V X A — 7
T

Use coordenadas esféricas.
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25. Considere a casca esférica rotativa (velocidade angular w) com carga uniforme

O potencial vetorial magnético é dado por

cosf -
A= CO 7"3 ¢ T > a,
onde .
a*w
(o = constante = 'MOS ,

sendo a = raio da casca esférica e pg a permeabilidade magnética do vacuo. Calcule a indugao
magnética B =V x A, calculando o rotacional de A em coordenadas esféricas.

26. Dado A um vetor qualquer em R? e 7 o vetor posicao, verifique que
(A-V)F= A4,
usando coordenadas cartesianas.

27. Dado A um vetor qualquer em R? e 7 o vetor posicio, verifique que

—

(A-V)Pi=A4,

usando coordenadas esféricas.



