
cálculo vetorial e tensorial - lista 4
Roldão da Rocha - UFABC

1. Coordenadas parabólicas são definidas pelas transformações

x(u, v, θ) = uv cos θ

y(u, v, θ) = uv sin θ

z(u, v, θ) =
1

2
(u2 − v2), u ∈ [0,∞), v ∈ [0,∞), θ ∈ [0, 2π). (1)

(a) Defina os versores û, v̂ e θ̂ como aqueles que apontam nas direções de crescimento das respectivas
variáveis. (Tais versores são os vetores são e⃗u = ∂r⃗

∂u , e⃗v = ∂r⃗
∂v , e⃗θ =

∂r⃗
∂θ normalizados.)

(b) Calcule o jacobiano e o elemento de volume dV nessas coordenadas.

(c) Calcule as transformações inversas u = u(x, y, z), v = v(x, y, z) e θ = θ(x, y, z).

(d) Calcule a métrica em coordenadas parabólicas. A métrica é ortogonal?

(e) Calcule os fatores de escala hu, hv e hθ.

(f) Calcule o gradiente, o divergente, o rotacional e o laplaciano nessas coordenadas.

(g) Tal sistema de coordenadas é dextrógiro ou levógiro?

2. Coordenadas esféricas são definidas pelas transformações

x(r, θ, ϕ) = r sin θ cosϕ,

y(r, θ, ϕ) = r sin θ sinϕ,

z(r, θ, ϕ) = r cos θ, r ∈ [0,∞), θ ∈ (0, π), ϕ ∈ [0, 2π]. (2)

(a) Defina os versores r̂, θ̂ e ϕ̂ como aqueles que apontam nas direções de crescimento das respectivas
variáveis. (Tais versores são os vetores são e⃗r =

∂r⃗
∂r , e⃗θ =

∂r⃗
∂θ , e⃗ϕ = ∂r⃗

∂ϕ normalizados.)

(b) Calcule o jacobiano e o elemento de volume dV nessas coordenadas.

(c) Calcule as transformações inversas r = r(x, y, z), θ = θ(x, y, z) e ϕ = ϕ(x, y, z).

(d) Calcule a métrica em coordenadas esféricas. A métrica é ortogonal?

(e) Calcule os fatores de escala hu, hv e hθ.

(f) Calcule o gradiente, o divergente, o rotacional e o laplaciano nessas coordenadas.

(g) Tal sistema de coordenadas é dextrógiro ou levógiro?

3. Calcule o gradiente do campo escalar f(ρ, θ, z) = ρ2 + ρ3 sin2 θ + 3z2, em coordenadas cilíndricas.

4. Calcule o laplaciano do campo escalar f(ρ, θ, z) = ρ2 + ρ3 sin2 θ + 3z2, em coordenadas cilíndricas.

5. Calcule o divergente do campo vetorial F⃗ (ρ, θ, z) = ρ3ρ̂ + ρ3 sin θθ̂ + 3z3 cos θk̂, em coordenadas
cilíndricas.

6. Calcule o rotacional do campo vetorial F⃗ (ρ, θ, z) = ρ2ρ̂ + ρ2 cos θθ̂ + 3z2 sin θk̂, em coordenadas
cilíndricas.
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7. Calcule o gradiente do campo escalar f(r, θ, ϕ) = r2 + r3 cos3 θ + 3 sinϕ, em coordenadas esféricas.

8. Calcule o laplaciano do campo escalar f(r, θ, ϕ) = r2 + r3 sin4 θ+3 tanϕ, em coordenadas esféricas.

9. Calcule o divergente do campo vetorial F⃗ (r, θ, ϕ) = r2 cosϕr̂ + r3 sin θθ̂ + 3 sinϕ sin θϕ̂, em coorde-
nadas esféricas.

10. Calcule o rotacional do campo vetorial F⃗ (r, θ, ϕ) = r2 cosϕr̂ + r3 sin θθ̂ + 3 cosϕ sin θϕ̂, em coorde-
nadas esféricas.

11. Calcule o laplaciano do campo escalar f(r, θ, ϕ) = r2 + r3 sin4 θ+3 tanϕ, em coordenadas esféricas.

12. Calcule o divergente do campo vetorial F⃗ (r, θ, ϕ) = r2 cosϕr̂ + r3 sin θθ̂ + 3 sinϕ sin θϕ̂, em coorde-
nadas esféricas.

13. Calcule o rotacional do campo vetorial F⃗ (r, θ, ϕ) = r2 cosϕr̂ + r3 sin θθ̂ + 3 cosϕ sin θϕ̂, em coorde-
nadas esféricas.

14. Calcule o laplaciano do campo escalar f(u, v, θ) = u2 + v2 + uv sin θ, em coordenadas parabólicas.

15. Calcule o divergente do campo vetorial F⃗ (u, v, θ) = uv cos θû + uv sin2 θv̂ − u2θ̂, em coordenadas
parabólicas.

16. Calcule o rotacional do campo vetorial F⃗ (u, v, θ) = uv cos θû + uv sin2 θv̂ − u2θ̂, em coordenadas
parabólicas.

17. Um sistema de coordenadas hiperbólicas é definido pelas transformações

x = coshµ sin θ cosϕ

y = coshµ sin θ sinϕ

z = sinhµ cos θ, µ ∈ [0,∞), θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π). (3)

(a) Defina os versores µ̂, θ̂ e ϕ̂ como aqueles que apontam nas direções de crescimento das respec-
tivas variáveis. (Tais versores são os vetores são e⃗µ = ∂r

∂µ , e⃗θ =
∂r
∂θ , e⃗ϕ = ∂r

∂ϕ normalizados.)
(b) Calcule o jacobiano e o elemento de volume dV nessas coordenadas.
(c) Calcule as transformações inversas u = u(x, y, z), v = v(x, y, z) e θ = θ(x, y, z).
(d) Calcule a métrica em coordenadas hiperbólicas. A métrica é ortogonal?
(e) Calcule os fatores de escala hµ, hθ e hϕ.
(f) Calcule o gradiente, o divergente, o rotacional e o laplaciano nessas coordenadas.

18. Calcule o laplaciano do campo escalar f(µ, θ, ϕ) = sinµ+sin θ+sinϕ, em coordenadas hiperbólicas.

19. Dado um campo escalar esfericamente simétrico, f = f(r), onde r é a distância radial em coorde-
nadas esféricas, verifique, a expressão para o gradiente em coordenadas esféricas, que

∇f(r) =
df

dr
r̂.

Calcule, daí, o campo elétrico E⃗ = −∇V (r), onde

V (r) =
Ze

4πϵ0r

é o potencial de Coulomb. (Aqui Z denota a carga elétrica em um corpo, e é carga elétrica de uma
partícula, ϵ0 é a permissividade elétrica.
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20. Resolva a equação de Laplace ∇2f = 0, onde f = f(ρ) é um campo escalar de classe C2, e ρ denota
o raio, em coordenadas cilíndricas.

21. Um fio ao longo do eixo z transporta uma corrente I. O potencial vetorial magnético é dado por

A =
µI

2π
ln

(
1

ρ

)
k̂ .

Mostre que a indução magnética
B = ∇×A

é dada por

B =
µI

2πρ
θ̂.

22. O fluxo de calor na coroa solar obedece a equação

∇ · (k∇T ) = 0,

onde T = T (r) é um campo escalar que denota a temperatura. Aqui k ∝ T 5/2 denota a condutivi-
dade térmica. Admitindo-se que T (r) ∝ rn, mostre que a equação de fluxo de calor é satisfeita por
T = T0

(
r
r0

)p
, onde r0 é uma constante. Determine p.

23. Em coordenadas esféricas, um campo de força é dado por

F⃗ = r̂
2P cos θ

r3
+ θ̂

P sin θ

r3
, r ≥ P/2 .

Calcule ∇× F⃗ e determine se existe ou não um potencial escalar para F⃗ (ou seja, existe um campo
escalar f : U ⊆ R3 → R tal que F⃗ = ∇f?) O campo F⃗ é conservativo?

24. Mostre que o campo vetorial

A⃗ = −ϕ̂
cot θ

r
é solução da equação

∇× A⃗ =
r̂

r2
.

Use coordenadas esféricas.
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25. Considere a casca esférica rotativa (velocidade angular ω) com carga uniforme

O potencial vetorial magnético é dado por

A = ζ0
cos θ

r3
ϕ̂ r > a,

onde

ζ0 = constante =
µ0a

4ω

3
,

sendo a = raio da casca esférica e µ0 a permeabilidade magnética do vácuo. Calcule a indução
magnética B = ∇×A, calculando o rotacional de A em coordenadas esféricas.

26. Dado A⃗ um vetor qualquer em R3 e r⃗ o vetor posição, verifique que

(A⃗ · ∇)r⃗ = A⃗,

usando coordenadas cartesianas.

27. Dado A⃗ um vetor qualquer em R3 e r⃗ o vetor posição, verifique que

(A⃗ · ∇)r⃗ = A⃗,

usando coordenadas esféricas.

4


