NUMEROS REAIS E SEQUENCIAS

LISTA 5

Sequéncias e Séries de Funcdes

1 — Mostre que, se (f,,) converge uniformemente
em (a,b) e (f,(a)) e (f,(b)) convergem, entdo (f,)
converge uniformemente em [a, b].

2 — Seja f,(x) =nx(1—x%)", 0 < x < 1. Mostre que
(f,) ndo converge uniformemente para 0 em [0, 1].

3 — Mostre que a sequéncia (nxe‘”xz) converge
uniformemente para 0 em [a, oo) para todo a > 0.

4 — Dé um exemplo de uma sequéncia de fun-
¢des que ndo é continua em nenhum ponto, mas
que converge uniformemente para uma fungdo
continua.

5 — Para cada uma das sequéncias de fungoes
(fr)nen definidas no intervalo I = [0, 1] abaqixo:

=  Encontre a fungdo limite pontual f(x) =
lim,,_, oo f,(2).

= Verifique se a convergéncia é uniforme em
[0,1].

= Justifique sua resposta.

) f0)= 55 5 £0) =02y
] fux)= i) =

. foloo) = 725
fn(x)—T fn(x) = 4n? x(1 —
[d] fulx)=x" x)"

6 — Nositens a seguir determine o raio de conver-
géncia das séries de poténcias fornecidas. Teste a
convergéncia nos pontos de fronteira, caso o raio
de convergéncia seja finito.
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7 — Suponha que a sequéncia (a,) seja limitada,

mas que a série . a, diverge. Prove que o raio
~ . P PN ' oo

de convergéncia da série de poténcias »; ~; a,x"

éiguala 1.

8 — Se A C R, defina —A como sendo {—a : a €
A}. Seja A o intervalo de convergéncia da série
>.>2 a,x". Prove que o infervalo de convergéncia
da série 72 (—=1)"a,x" é —A.

9 — Nos itens a seguir determine o raio de con-
vergéncia das séries de poténcias fornecidas.

[a] i (1 + %)nz z".

Z(senh an)z",

a:> 0.

) oo oM
[6] D (senan)z, @ D

n=0 n=1a +b

a>0 a>0,b>0

10 — Determine o raio de convergéncia e o in-
tervalo de convergéncia em R para as seguintes
séries de poténcias:
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11 — (Teorema de Taylor - Resto de Lagrange)
Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua em [a, b] e
n+1 vezes diferencidvel em (a, b). Vamos demons-
trar que existe um ponto ¢ € (a, b) tal que:

(n+1)
f(b)_zf @), _ iy £

( +1)'( _a)n+1_

Para isso, considere K uma constante real tal que
aigualdade abaixo seja verdadeira (encarando b
como fixo):

fl (a) k., (b—a)y!
f(b)—z L Z(b—a) S

Defina a fungdo auxiliar ¢ : [a,b] — R dada por:

B(6)= £ (b)— (Zf ), r)k)—

1.Verifique os valores de ¢(a) e ¢(b). A fungdo
¢ satisfaz as hipoteses do Teorema de Rolle?

(b o t)n+1
(n+1)!

2.Calcule a derivada ¢’(t). Mostre que, devido
a um cancelamento telescdpico na soma, a
derivada se simplifica para:

£ () (b—1t)"
n! ’

(b—t)"+K
n!

¢'(t) =~

3.Utilize o Teorema de Rolle para garantir a exis-
téncia de ¢ € (a, b) tal que ¢’(c) =0 e conclua
que K = f"*1(¢), demonstrando o teorema.

12 — (Teorema de Taylor com Resto Integral) Seja
f : I - R uma funcdo de classe ¢! em um inter-
valo aberto I e seja a € I. O objetivo deste exerci-
cio é provar que, para todo x €I, vale:

Fo =30

- a)k +Rn(x);

sendo R (x)—; f FOD)(x —t) dt.

1.Caso Base (n = 0): Utilize o Teorema Funda-
mental do Cdlculo para mostrar que a férmula
é vdlida para n = 0.

2.Passo Indutivo: Suponha que a férmula seja
vdlida para um certo n—1 €N, ou seja:

n 1( ) ( 1)'

Utilize integragdo por partes nesta integral
para demonstrar a validade da formula para

n.

f FO)(x— )" de.

Dica: Para a integragdo por partes, faca u =
f0(t) e dv = (x —t)""dt. Ao escolher a primi-
fiva v.

13 — Cada uma das fungdes nos itens a seguir
admite uma representacdo em série de poténcias
em termos de x. Suponha a existéncia da expan-
sdo, verifigue que os coeficientes tém a forma in-
dicada e mostre que a série converge para os va-
lores de x indicados.

x < (loga)*
_Z n! <0

a > 0 (fodo x). Dica:

n=0
a* xloga
o9 2n+1
X
senhx = ———  (fodo x).
(] HZ:(; (2n+1)! ( )

€9 2n—1

2
2 n+1 2n A
c| sen“x = (D" ——x (tfodo x). Dica:
nzll (2n)!
cos2x = 1—2sen? x.

1 o x"
[d] 2—x:nZ:0:2”+1 (Ix] < 2).
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(fodo x).

n!

E] e—x2 _ 2 (_1)nx2n

14 — Calcule a Série de Taylor para as seguintes
fungdes. Escreva as expressdes para o erro e faga
estimatovas quando possivel.

[a] sinh(x) log(1 + x)
[b] cosh(7x) log(4/ 155)
. cos?(7x1)
c a
XZS E] 1+xi2x2
[d] = (Ix| <1/2)
[¢] m= (14+x)* com a real

16 — Seja f : R — R uma fungdo. Suponha que
f seja representada por uma série de Maclaurin
>, cnx™. Encontre uma condigdo na sequéncia
(cn)p2, que seja equivalente a condigdo f(—x) =
f(x) paratodo x € R, e prove a equivaléncia. Uma
fungdo que satisfaz essa condigdo € chamada de
funcgdo par.

16 — Seja A € R um conjunto ndo vazio, a € A e
f :A— R uma fungdo. Suponha que f seja repre-
sentada por uma série de poténcias >, c,(x—a)".
Seja R o raio de convergéncia de Z;’ZO ¢ (x —a)".
Encontre uma condigdo na sequéncia (¢,)>2; que
seja equivalente a f ter um maximo local em a, e
prove a equivaléncia.



