NUMEROS REAIS E SEQUENCIAS

LISTA 4

Séries

1 — Prove cada um dos critérios de convergén-
cia para séries a seguir:
[a] Seja(a,) umasequéncia decrescente de fer-
mos Ndo negativos. Prove o teste de con-
densagcdo de Cauchy:

o0 oo
Z a, converge <« Z 2kay converge
n=1 k=0

[b] Seja >.a, uma série de termos positivos e su-
ponha que existe o limite:

Ant+1
an

L= lim
n—oo

1. Se L < 1, a série >.a, converge absoluta-
mente. 2. Se L > 1 (incluindo L = o0), a série
> a, diverge. 3. Se L =1, o feste & inconclu-
sivo.

Seja >la, uma série e suponha que existe o

limite:
L= lim, la]

1. Se L < 1, a série >.a, converge absoluta-
mente. 2. Se L > 1 (incluindo L = o0), a série
>'a, diverge. 3. Se L =1, o teste & inconclu-
Sivo.

[d] Sejam >.a, e >.b, duas séries de termos po-
sitivos. Calculamos o limite:

a
L= lim —
n—0o0 bn

Se 0 < L < oo (isto é, L € um numero finito e
positivo), entdo:
= Se >’ b, converge, entdo > a, converge.
= Se > b, diverge, entdo > a, diverge.
[e] Considere a série alternada na forma:

oo

D (1) 1b, =by—by+ by —by+...

n=1

onde b, > 0 para todo n.
A série converge se as duas condigdes se-
guintes forem satisfeitas:

1. A sequéncia (b,) € (eventualmente) de-
crescente:

b,.1 <b, paratodon (ouparan>N)

2. O limite do termo b,, € zero:

lim b,=0

n—,oo

2 — Mostre que cada uma das séries a seguir €
divergente:

[a] 2nsa (1)
[o] X2s mi
(] X v
[a] 32y cos(%F)

3 — Encontfre a soma de cada uma das séries a
seguir:
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4 — Dadas as séries > a, e >.b,, suponha que
existe um numero natural N tal que a, = b,, para
todo n > N. Prove que >.a, € convergente se, e
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somente se, >.b, & convergente. Assim, a conver-
géncia de uma série ndo € afetada pela altera-
¢@o de um numero finito de termos. (Claro, o valor
da soma pode mudar.)

5 — Seja (a,) uma sequéncia de ndmeros reqis
ndo negativos. Prove que > a, converge se, e so-
mente se, a sequéncia das somas parciais & limi-
tada.

6 — Determine se a série 3.2 converge.
Justifique sua resposta.

"M/Fh/‘

7 — [Ciritério de Cauchy para Séries] Prove que:
Uma série infinita >’ a, converge se, e somente se,
para cada ¢ > 0, existe um ndmero natural N tal
que,se n>m > N, entGo

|am + AQpyr -+ a,| <e.

8 — Determine se as seguintes séries convergem
ou divergem e justifique sua resposta:

[a] Zﬁlm
@ Yoo, Lo tlog(ns)
PN 1”;3

@ D 5

[e] o2y Loenlel

9 — Prove que, se >|a,| converge e (b,) € uma
sequéncia limitada, entéo > a,b, também con-
verge.

10 — Seja Z] _o@; uma série de termos positivos.
Mostre que, se a,,; = a, para todo n, entdo a série

diverge.

11 — Teste a convergéncia das seguintes séries:
j1el
[ X5 5
-2
@ Zj 1]J_]
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Z;')Ol J]
@2)!
4] Zlej!_Jj
] 3% (D
j=0 (2))!
oo (j1°3j
Zj:O 2!

12 —
[a] Suponha que a, > 0, b, > 0, € apq/a, <
b,+1/b, para todo n. Mostre que ZJ 0dj con-

verge se Z] _o bj converge.
Dica: Mostre que a sequéncia {a, /b, } € NGo-
crescente e use o Exercicio 9.)

[b] Use a parte (a) para testar a convergéncia
das seguintes séries:

oo I,
L Zj=1jw'
2 Z] 1e]]l

Note que o teste da razéo ndo fornece con-
clusdes nesses exemplos.

13 — Detfermine se as seguintes séries convergem
ou divergem, justificando sua resposta:.

(n)?

1. Zn 1 (2n)!

oo (n!)?

2'21121 2n2

oo 3™n!
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