Lista 2
Algebra Linear Avancada II

Aplicagoes Multilineares e Tensores

1 — Verifique a multilinearidade das aplicagoes
abaixo.

a) Dados n,m inteiros positivos. Entao a multi-
plicagao de polinomios:
%0 Pp(K) X P (K) = Py (K)

é uma aplicagao bilinear.
b) A aplicacio O :R? x R? x R? — R dada por

O((w1, 22), (Y1, y2), (21, 22)) = T1y121 + T2Y222
é uma aplicacao trilinear.

c) A aplicacdo & : R? x R? x R? — R3
&((‘rlva)v (yl; y2)7 (21722)) =

(z19122, 201Y221, 3T2Y121)
é uma aplicagao trilinear.
d) Dado uma aplicagdo multilinear ¢ Vi x
.xV, = W7 e uma transformacao linear
T: Wy — Wy, entao T : Vi x...x V, = Ws
é uma aplicacao multilinear.

e) Dado V espago vetorial e V* seu dual e sejam
fi,--. fn € V*entao a aplicagao:

SV K

<>('Ul,...

¢ multilinear.

on) = fi(v1) -+ fu(vn)

2 — Seguindo o esquema abaixo em que V e W sdo
espagos vetoriais e s uma aplicagdo multilinear, ex-
plicite fot em cada considerando s a fungao trilinear
definida no exercicio 1b e lc.

VxV...xV—1*

3 — Seja M, conjunto de todas as fungoes de su-
porte finito* que levam Vi x Vo x --- x V, em K
*Fungoes de Suporte Finito sio aquelas em que ape-
nas um conjunto finito de pontos do dominio tem
imagem nao nula

a) Mostre que M é um espago vetorial com soma
e produto escalar usuais.

b) Exiba uma base para M.

4 — Defina My o Espago Vetorial gerado por

funcdes em M do tipo: f(ug,---,v; +uj, -+ ,up) —
f(ula"' 7uja"' 7up)_f(u17"' avja"' 7up)7
f(u17... ,auj7... ’up)_alf(ul,... 7/u/j’... 7up)

a) Verifique que se h € M/M, entao h ¢ linear.

5 — Prove que V ® K ~ V das seguintes formas:
a)Achando bases de ambos os espagos.
b)Exibindo um isomorfismo natural (sem base)
¢)Usando a formula dim(4 ® B) = dim A dim B

6 — Prove que VW ~ W ® V das seguintes
formas:

a)Achando bases de ambos os espagos.
b)Exibindo um isomorfismo natural (sem base)
¢)Usando a formula dim(A ® B) = dim Adim B

7 — Prove que nem todos os vetores em V ® V,
para dim V' > 2 sao da forma u ® v.

8 — Prove que o conjunto das aplicacoes multili-
neares de Vi X -+ x V,, em W é isomorfo ao conjunto
das aplicagoes lineares de V1 ® - -- ® V,, em W.



9 — Dado
1
S = p > Ao(f): TUL) — TUL)
o€S,
Mostre que:

a)S(f) é um tensor simétrico, ou seja, para qual-
quer 0 € Sg, As(f) = f.

b)S é um operador idempotente, ou seja, S? = S

¢)Se f é um tensor antisimétrico entdao calcule

S(f)-

10 — Use o item anterior para calcular a dimensao
de S%(L), o conjunto dos g-tensores simétricos.

11 — Dado
A(f) = % S sinal(o) Ao (f) : TU(L) — T9(L)
T oe8,

Mostre que:

a)A(f) é um tensor anti-simétrico, ou seja para
qualquer o € S;, Ao (f) = sinal(o) f.

b)A é um operador idempotente, ou seja, A2 = A

¢)Se f é um tensor simétrico entdo calcule A(f).

d)Conclua que im A = A4(V)

12 — Seja A9(V), o o conjunto dos g-tensores an-
tissimétricos sobre V.

a) Mostre que se ¢ > dim(V') entéo todos os ten-
sores antissimétricos em A?(V) sdo nulos.

b) Calcule a dimensdo de A?(L), o conjunto dos
g-tensores antissimétricos.

c) Calcule a dimensdo de A(L) = @,_, AY(L).



