8° Lista - Algebra Linear - BC1425

Diagonalizacao de Matrizes

1. Dizemos que uma matriz A, «, é diagonalizdvel se seu operador associado
T : R™ — R” for diagonlizavel, ou seja, A é diagonalizavel se, e somente
se A admitir n autovetores LI. Baseado nisto, verifique qual(is) da(s)
matriz(es) abaixo nao sio diagonalizdveis.

a) A= <(1) —21)

1 2 3
c) A=[0 1 2
0 0 1
1 0 2
d A=[-1 0 1
1 1 2
1 3 -3
e) A=10 4 0
-3 3 1
-1 —4 14
fy A= 2 -7 14
2 -4 11
2 0O 1 0
0 2 0 1
g A4=11 o 3 0
0 -1 0 O
2. Dada a matrizes
2 1 0 0
0 2 0 O
4= 00 2 0
00 0 3

a) A é diagonalizdvel? (use a difinigdo do exercicio anterior).

b) Encontre seu polinémio minimal.

3. Seja A uma matriz 3 X 3 triangular superior, com todos os seus elementos
acima da diagonal distintos e nao nulos.
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a) Quais s@o os autovalores e autovetores de A?

b) Qual é o polinébmio minimal de A?

. Para quais valores de a as matrizes abaixo sao diagonaliziveis?

. Diz-se que um operador linear 7' : V' — V ¢ nilpotente se existir um
ntimero inteiro positivo n, tal que T™ = 0 (isto é, ToToToTo...oT(v) =0
para todo v € V).

a) Seja T nilpotente. Encontre seus autovalores.

b) Encontre uma matriz Asxo # 0 tal que T4 : R? — R? seja nilpotente.

¢) Mostre que um operador linear nilpotente, ndo nulo, nao é diago-
nalizavel.

. Diz-se que um operador linear T': V — V ¢ idempotente se T? = T (isto
é, ToT(v) =T(v) para todo v € V).

a) Seja T idempotente. Encontre seus autovalores.

b) Encontre uma matriz Asxa # 0 tal que T : R? — R? seja idempo-
tente.

¢) Mostre que um operador linear idempotente é diagonalizavel.

. Considere o sistema mecanico mostrado na figura abaixo cujas equagoes

my =M my = M
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de movimento sao:

Mz, = —kx1 + I{Z(.Tg — .Tl)
Mz

7]6(502 — 561) + kl‘g

a) Escreva as equagoes de movimento na forma matricial.



b) Queremos saber como x; e xo variam no tempo. Para isso tente
desacoplar as equacoes diagonalizando a matriz do item acima e ob-
tendo um sistema da forma:

Xl = >\1X1

X5 = Ao Xo.
Quais sao os autovalores e autovetores?

¢) Resolva as equagdes e volte para as varidveis originais para obter

[k 13k

€1 :Alsin< —t+91> +A28in< 3—t+92>
m m

To = Ajsin (\/ﬁtﬁ-@l) — Ay sin (1/%t+92>
m m

8. Por volta de 1200 (d.C.) Leonardo de Pisa, também conhecido como Fi-
bonacci, para descrever o crescimento de uma populacao de coelhos in-
troduziu uma sequéncia recursiva de niimeros que ficou conhecida como a
Sequéncia de Fibonacci: f(0)=1; f(1)=1e f(n+1) = f(n)+ f(n—1).
Assim temos a sequéncia: 1,1,2,3,5,8,13... Esses numeros descrevem o
nimero de casais em uma populacao de coelhos depois de n meses, se for
suposto que:

e no primeiro meés nasce apenas um casal;

e casais amadurecem sexualmente (e reproduzem-se) apenas apds o
segundo meés de vida;

e 1nao hé problemas genéticos no cruzamento consangiiineo;
e todos os meses, cada casal fértil da a luz a um novo casal;

e 0s coelhos nunca morrem.

Podemos escrever a relagao recursiva da seguinte maneira: v,4+1 = Avy,

onde: ot ( f(}z(;;l))
(1)

" <f({1(ﬁ>1)>

a) Utilize a diagonalizagido de matrizes para determinar uma expressao
geral para f(n+1).

b) Pesquise sobre o niimero de ouro ou razao durea e sua relagdo com
este exercicio.



