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Lista 4
Calculo Vetorial

Integrais de Superficies e os Teoremas de Gauss e de Stokes

4 — Calcule o fluxo do campo de vetores

1 — Descreva as parametrizacoes e calcule
o vetor normal associado a essas parametriza- F(xy,2) = X2 ry2t 22 (x,y,2)
¢cOes para as seguintes superficies
a) Esfera através do solido R limitado pelas esferas
b) Toro X2+y2+22=9ex2+y2+22=16.
c) Grafico da funcéo f(x,y) = x> + 1 sobre o
triangulo de vértices (0,0),(1,0) e (0,4) 5 — Use o teorema de Stokes pra transfor-
X2 N mar a integral de superficie V x F-ndS
d) Elipsoide 27 % ta= 1 numa integ%al de linhg e resolg; a integral,
e) Cilindro circular x> +y2 =12 com a < z < em que F(x,y,z) = y%i +xyj+xzk, € S € o he-
b. misfério x> +y?>+2z> =1 com z > 0 e normal n

com componente z nao negativa.

2 — Calcule a area das seguintes superficies

usando integral de superficie 6 — Considere a  superficie S =
a) Esfera. {(X,y,l) ER3 z=/x24+1y%1<z< 3}. Calcul
b) Toro [JsV x F-ndS, em que F (x,y,z) = (yz, —xz,2%).
c¢) Cilindro circular x> +y? =12 com a < z <

b.
7 — Utilize o Teorema da Divergéncia para

calcular as integrais de superficie // f-dS do

3 — Calcule o fluxo do campo vetorial S

a) F(x,y,z) = (xz,yz,—z?) para fora da su- campo de vetor f(x,y,z) ao longo da superficie
perficie S.

f(x,y,z) = xi+2yj +3zk, S: x> +y> + 2% =

S:{(x,y,z)61R3|22=1+x2+y2,2<z<3}. a) 9(xy z) =xi+2yj+3z X“+y-+z
b) Flxy,z) = V/x2+y?k € S é a parte do P} f(x,y,z) = xi+yj+zk, S: Bordo de um
cone cubo solido S ={(x,y,z): 0 <x,y,z< 1}
o f(x,y,z) =x3i+y%j+22k, S:x2+y>+22 =

r(u,v) = ucosvi+usenvj + 2uk 1

_ ; ) 2 2 _
com 0 <u<senv, 0 <v <7mcom o vetor d) flxy,z) =21+43j+5k, S:x+y +27 =1

normal apontado para cima.



8 — Um campo escalar ¢ satisfaz |Vol||> =

4bp e V- (dVd) =10¢p. Calcule g—ids, onde
S

S é a esfera unitaria e n é a normal a esfera.

9 — Seja
-
_ q X1 +yj) tz k
X2+y?+22 S22+ 2]
onde g € uma constante nao-nula.

a) Calcule V - ?;

b) Calcule o fluxo de F através da superfi-
cie esférica x*> +y? +z2 = 1, com normal
T apontando para fora da esfera;

—
E

(X/ y/Z)

Calcule o fluxo de ¥ através da super-
ficie esférica x> +y?+ (z—2)2 = 1, com
normal T apontando para fora da es-
fera.

10 — Seja Q um aberto de R? e seja U um
campo vetorial de classe C! em Q. Suponha

que
//ﬁ-?ﬁdszo,
o

para toda superficie esférica o, com normal
exterior T, contida em Q. Prove que U é sole-
noidal em Q.

11 — Seja F-Pi+ Q? +RK de classe €!
no aberto R3 —{(0,0,0)}. Seja o a fronteira do
conjunto

K={(x,y,z) € ]Rs/xz—i—yz—l <z« 1—x2—y2},

com normal ™ apontando para fora de K. Mos-

treque//Vx?-WdS:O.
o

12 — Mostre que o Teorema de Green € um
caso especial do Teorema de Stokes.

13 — Seja F um campo de classe ¢! num
aberto contendo a fronteira do cubo {0 < x <

T a normal

Mostre que

1, 0<y<1 0<z<1} Seja
apontando para fora do cubo.

//GVX?-stzo.

14 — Seja S a superficie do cubo unitario
0<x<1,0<y<1, 0<z<1, esega
n o vetor unitario normal exterior a S. Se
F(x,y,z) = x*i +y?j + Z°k, use o teorema do di-
vergente para calcular a integral de superficie
[Js F-mdS. Verifique o resultado calculando a
integral de superficie diretamente.

15 — Use o Teorema de Stokes para mostrar
as igualdades:

a) /(y+z)dx+(z+x)dy+(x+y)dz 0,
C
onde C € a curva de interseccao do cilin-
dro x> +y? =2y com o plano y = z;
/ ydx + zdy + xdz
C

a curva de interseccao da esfera de
equacao x> +y?+z? = a? com o plano
x+y+z=0.

b) = na®V3, onde C é

c) /—yzdx+xdy+zzdz = m, onde C € a

C
curva de interseccao do planoy+z =2
e do cilindro x? +y% = 1.

16 — Mostre que o fluxo do campo vetorial
F = (xy,y% + €%, sen(xy)), sobre a superficie S
dada pela fronteira da regiao delimitada pelo
cilindro parabélico z = 1 —x? e pelos planos

z=0,y=0ey+z =2, em relacao a normal
184

terior, € igual .
exterior, € igual a 35

17 — Seja n a normal unitaria exterior a su-
perficie fechadas S que contem o volume V, do
tipo descrito no teorema de Gauss. Seja f uma
funcido harmeénica, V?f = 0, com segundas
derivadas continuas. Mostre que

of )
//fads—// | V£||© dxdydz.
S Y



Respostas dos Exercicios

1 Parametrizacao:
r(0,¢$) = (RsenBcos ¢,RsenBsen ¢, RcosH),

com(0<O<mO0< ¢ <2

Vetor normal:
n= or X or _ R% sen O (sen 0 cos ¢, sen O sen ¢, cos O)
007 0p ’ ’ )

1 Parametrizacao:
r(u,v) = ((R+rcosu)cosv, (R+rcosu)senv, rsenu),

com 0 < u,v < 2m.
Vetor normal:
n =71(R+rcosu) (cosucosv,cosusenv,senu).

1 Parametrizacao:
r(x,y) = (x,y,x*+1),
com (x,y) no triangulo dado.

Vetor normal:
n=(—2x,0,1).

1 Parametrizacao:
r(0,d) = (asenBcos ¢, bsendsen P, ccosB),

com(0<O0<m0< P < 2m.
Vetor normal:
n =sen 0 (bcsen O cos ¢, ac sen 0 sen ¢, ab cos ).

1 Parametrizacao:
r(0,z) = (rcosO,rsenb,z),

com0<O0<2mr,a<z<hb.
Vetor normal:
n = (rcosH,rsend,).

2 Area:
2 pm
A://dS:/ / R%sen 6 dOddp = 47R2.
S o Jo
2 Area:
2 21
A= / / r(R+rcosu) dudv = 47°Rr.
o Jo
2 Area:

b r2n
A:/ / rd0dz = 2ntr(b — a).
a JO

3 Usando coordenadas cilindricas: x =rcos0, y =rsen9, z = z.

Fluxo:
2n 3
@://F.ndsz/ /(22—22)dzd920.
S 0 2
3



3 Vetor normal:
B or Or

_auxﬁ

7T senv T
d)://F-ndS:/ / u-ududv = —.
S o Jo 4

4 Pelo Teorema da Divergéncia:

(I)://RV~FdV:///ROdV:O.
//S(VXF)-ndS:yéF-dr,

onde C é a circunferéncia x> +y> =1, z =0.
Parametrizacao: r(t) = (cost,sent,0), 0 <t < 2m.
Integral de linha:

n = (—2ucosv,—2usenv,u).

Fluxo:

5 Pelo Teorema de Stokes:

271
§l§ F-dr = / (sen?t,costsent,0) - (—sent,cost,0)dt = 0.
C 0

6 Pelo Teorema de Stokes, a integral € igual a integral de linha sobre a borda de S.
Borda: duas circunferénciasemz=1e z = 3.

Calculando:
//(VxF)-ndS=§I§ F-dr+§1§ F-dr=0+0=0.
S Cq C
7 4
//f-ndsz///v.fdvz///(1+2+3)dv26-—ﬂ(3)3:21671.
S \% \% 3
7

//Sf.nds://Vv.fd\/:///vg)dvz&lz&
//sf'nds://vv'fdvz///vf‘(xzwzﬂz) av.

Em coordenadas esféricas:
27 T 1
12
=3/ / / % sen 0 drdodd = .
o Jo Jo 5

/Lf.ndS://K/V.de://VOdV:O.
//sg_idsz//sw'“dS://VV(vqa)dv

V(dV) = (V) + ¢V

8 Observe que:

e que

4



q
(XZ _|_y2 + 22)3/2'

@://E.ndsz//ﬂdszq.zm:zlnq.
S s 1

9 Como a esfera nao contém a origem, V - E =0 em seu interior. Pelo Teorema da Divergéncia:

O = // V-EdV =0.
\%
10 Dica: Use o Teorema de Gauss.
e o seguinte resultado para integrais triplas:
se f € uma funcao continua e [[[,fdV =0 para todo U entao f nula.

V-E=

9 Fluxo:

11 Pelo Teorema de Stokes, a integral € igual a integral de linha sobre a borda de 0. Como a
borda é uma curva fechada e F é C!, a integral de linha é zero.

12 O Teorema de Green é o Teorema de Stokes aplicado a uma superficie plana no R?.

13 Pelo Teorema da Divergéncia:

//U(VXF)-ndS://VV-(VXF)dV:O,

14 Pelo Teorema da Divergéncia:

//SF.ndS://VV.FdV:///\/(2x+2y+22)dV:2/01/01/01(x+y+z)dxdydz:3,

Calculo direto: somando as integrais sobre as 6 faces, obtém-se o mesmo resultado.

pois V- (V x F) =0.

15 Seja F=(y+z,z+x,x+y). Entao V x F=0. Pelo Teorema de Stokes, a integral de linha é
Zero.

15 Dica: Integre no disco.
1
Observe que V x (y,z,x) = (—1,—1,—1) e que o vetor normal ao disco € ﬁ(_l' —-1,—1)

Logo queremos integrar /3 ao longo do disco. Observe que o disco tem raio a. Assim
/ ydx +zdy +xdz = / \/§dxdy = na®V3
C D

15 Seja F = (—y?,x,z?). Entdo V x F = (0,0,1 +2y).
Pelo Teorema de Stokes, a integral de linha € igual ao fluxo de V x F através do disco x> +y? < 1,

y+z=2.
//(1+2y)dA:7r.
D

Calculo do fluxo:
5



16 Pelo Teorema da Divergéncia:

(D://VV~FdV:///V(y+2y+O)dV:///V?)de.
184

Calculando a integral tripla sobre a regiao descrita, obtém-se a5

17 Pela identidade de Green:

//S fg—flds = ///V [FV2f + (V)?]dV.
//ng—ids = ///V(Vf)zdv.

Como V2f =0, temos:



