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Lista de Exercicios Geral
Calculo Vetorial - Para entregar no fim do ECE

Parametrizacoes

1— Encontre uma parametrizagdo apropriada
para a curva suave por partes em IR>.

a) intersec¢do do plano z = 3 com o cilindro
eliptico

N
N
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b) O triangulo formado viajando do ponto (1,
2,3) para (0, -2, 1), para (6, 4, 2) e de volta
para (1,2, 3).

Parte Técnica: para treinar calculos
de integral de linha

2 — Calcule as seguintes integrais de linha ao
longo dos respectivos caminhos indicados:
a) F(x,y) = (y> —z%)i+ 2yzj — x%k, ao longo
da trajetoria y(t) = ti+ t?j + %k, t € [0, 1];
b) F(x,y,z) = xi+yj+ (xz—y)k, ao longo da
trajetoria y(t) = t%i + 2tj + 4t%k, t € [0, 1].

3 — Calcule / dx +ydy + dz, onde vy € a intersec-

v
cdodoplanoy = x com a superficie z = x* +y?,z <
2, sendo o sentido de percurso do ponto (—1,—1, 2)
para o ponto (1,1, 2).

4 — Determine se os seguintes campos sao conser-
vativos. No caso afirmativo, determine uma func¢ao

potencial.

a) F(x,y,z) =yzi+xzj+xyk
b) F(x,y,z) =ye i+ e ¥j+2zk.

Teorema de Green

5 — Use o teorema de Green para calcular a drea
da regido limitada pelo eixo x e pelo arco da ci-
cléide:

x=t—sen(t), y=1—cos(t), 0<t<2n

6 — Use o Teorema de Green para avaliar as inte-
grais de linha ao longo das curvas dadas orientadas
positivamente.

a) x*y?dx +4xyddy; vy éo triangulo com vér-

tices (0,0), (1,3) e (0,3).

b) §£(y +eV¥)dx + (2x + cos(y?))dy; y é a fron-
Y

teira da regido limitada pelas pardbolas y =

x> ex =y’

7 — Formula do Cadarco Dado P C R? um
poligono ndo necessariamente convexo,cujos vérti-
ces ordenados no sentido horario sédo, (x1,y1), ...,
(xNn,yn). Entdo
(x1y2 —x2y1) + (x2y3 —x3y2) + - + (xny1 —x1yn)

5 :
(Ps: Procure a explicagdo do nome dessa férmula)

area (P) =



Parte Conceitual

8 — Considere a forma diferencial u(x, y)P(x,y)dx +

u(x,y)Q(x,y)dy, onde P,Q e u sdo supostas de
classe €' no aberto Q € RR?. Prove que uma con-
dicdo necessaria para que a forma diferencial seja
exata em Q) é que

du
ay

P—g—;L :u(%—?—i) em Q.

9 — Determine u(x,y) que sé depende de x tal
que (x3 +x +y)ulx, y)dx — xu(x,y)dy seja exata.

E i
(x> +y2)*  (x* +y?)
termine « para que F seja solenoidal.

10 — Seja F(x,y) = ~j- De-

Aplica¢des dos conceitos de integral de li-
nha

11 — Experimentos mostram que uma corrente es-
tacionaria I em um fio comprido produz um campo
magnético B que é tangente a qualquer circunferén-
cia contida num plano perpendicular ao fio e cujo
centro pertence ao eixo do fio. A Lei de Ampere
relaciona a corrente elétrica aos seus efeitos mag-
néticos e afirma que

/B-dﬂzuol,
C

onde I é a corrente total que passa através de qual-
quer superficie limitada por uma curva fechada C e
o € uma constante chamada de permeabilidade de
espago livre. Tomando C como uma circunferéncia
com raio r, mostre que a magnitude B = ||B|| do
campo magnético a uma distancia v do centro do
tio é

_ ol

B = .
27r

12 —

a) Suponha que F represente o campo forga in-
verso quadrado, isto é,

cr

N P

para alguma constante ¢, onde r = xi +yj +

zk. Encontre o trabalho feito pela forca F

para mover um objeto de um ponto P; ao

longo de um caminho até um ponto P, em

termo das distancias d; e d, destes pontos a

origem.
b) Um exemplo de um campo for¢a inverso
quadrado é o campo gravitacional F
—(mMG)r/||r|]®. Encontre o trabalho feito
pelo campo gravitacional quando a Terra se
move do afélio (em uma distdncia maxima
de 1,52.108 Km do Sol) para o periélio (em
uma distancia minima de 1,47.108 Km do
Sol). Use os valores m = 5,97.10%* Kg, M =
1,99.10% Kge G = 6,67.107 " N.m?/Kg?.

Gradiente, Divergente e
Rotacional

13 — Uma espagonave esta em apuros perto do
lado ensolarado de Mercurio. A temperatura do
casco do navio quando ele estd na localizacdo
(x,y, z) serd dada por

2 2 2
T(x,y,z) = e X V3%,

onde x,y e z sdao medido em metros. Ele esta atual-
mente em (1,1,1).

a) Em que direcdo deve mover a fim de dimi-
nuir a temperatura mais rapidamente?

b) Se a espagonave viaja a e® metros por se-
gundo, qudo rdpido sera a diminuigdo da

temperatura se ele prosseguir Essa diregdo?

Infelizmente, o metal do o casco se quebrara
se arrefecido a uma taxa maior que v/14e?
graus por segundo. Descreva o conjunto de
possiveis dire¢des em que ele pode ir para
diminuir a temperatura abaixo de essa taxa.



14 — Dadof: R™ —» R,n > 1,f(x) = ||x|| anorma
usual em R™, com ||x||* = x=x. Prove que

XV

Dy (f)(v) = I’

para x # 0, mas que f ndo é diferencidvel no 0.

15 — Calcule V - F e V x F para os seguintes cam-
pos vetoriais:

a) F(x,vy,z) = x?yzi + xy’zj + xyz’k
b) F(x,y,z) =(1,x+yz, xy —+/z)

16 — Mostre que qualquer campo vetorial da
forma F(x,y,z) = f(x)i+ g(y)j + h(z)k,onde f,g, h
sdo funcoes diferenciaveis, € irrotacional.

17 — Mostre que qualquer campo vetorial da
forma F(x,y,z) = f(y, z)i+g(x, z)j + h(x, y )k, onde
f, g, h sdo fungdes diferencidveis, é incompressivel.

18 — Calcule o Laplaciano das seguintes funcées:
a) f(x,y) = arctan(y/x),comy >0
b) f(x,y) =In(x* +y?)

19 — Mostre que V x (fu) = fV x u+ (Vf) x u

20 — Mostre que V- (uxv) =v-(V xu) —ull-
(V xv)

21 — Se f, g forem campos escalares e F, G forem
campos vetoriais, defina as operagdes fF,F-G e
F x G por:

(ﬂ:) (X,y,Z) - f(X,y,Z)F(X,y,Z)
(F . G)(X,y,Z) = F(X/U/Z) : G(X/UIZ)
(Fx G)(x,y,z) = F(x,y,z) x G(x,y,z).

Suponha que existam as derivadas parciais das fun-
¢Oes envolvidas e sdo continuas. Mostre que:

a) rot(fF) =frotF+ (Vf) xF

b) div(VfxVg) =0

¢) Vxuxv)=u(V-v)—v(V-u)+(v-V)u—
(u-V)v,onde u,v € R3

d) se ? (P,Q,R) entdo rot(rotF)
grad(divF) — V?F, onde V?F
(AP, AQ, AR).

22 — Um campo vetorial é dito solenoidal se seu
divergente for nulo. Mostre que se u € irrotacional,
sendo r = xi + yj + zk, entdo u x r é solenoidal.

23 — Mostre que se u e v sdo irrotacionais entdo
u x v é solenoidal.

24 — A velocidade de um fluido bidimensional
é dada por v v(x,y) ulx,y)i —vix,y)j.
Supondo que o fluido seja incompressivel e irrota-
cional, prove que valem as condi¢ées de Cauchy-
Riemann:

ou B ov ou

o dy

ou_ v
ay 0x
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25 — Mostre que se ¢ é um campo escalar diferen-
ciavel entao V x (pVd) = 0.

Integrais de Superficies e os Teoremas
de Gauss e de Stokes

26 — Descreva as parametrizagdes e calcule o ve-
tor normal associado a essas parametriza¢oes para
as seguintes superficies

a) Esfera
b)
c)

Toro

Gréfico da funcao f(x,y) = x? 4 1 sobre o
tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (0,4)
2 2 2
. Xt Yyt oz
Elipsoide 2 + b2 + 2= 1
Cilindro circular x*> +y? = r
b.

d)
e)

2coma<z<



27 — Calcule a 4rea das seguintes superficies
usando integral de superficie

a) Esfera.
b) Toro

¢) Cilindro circular x> +y2 = r
b.

2c0ma<z<

28 — Calcule o fluxo do campo vetorial

a) F(x,y,z)
ficie

(xz,yz, —2?) para fora da super-

S={(xy,z) e R¥ZZ =1+x* +1?,
2<z< 3L
b) F(x,u,z) = /x2+yZkeSé a parte do cone
r(u,v) = ucosvi+usenvj + 2uk

com0 <u<senv, 0 <v < Tcom o vetor
normal apontado para cima.

29 — Calcule o fluxo do campo de vetores

F(x,y,z) (x,vy,2)

Tyl 2?

através do sélido R limitado pelas esferas x* +y? +
Z2=9ex* +y?+22 =16

30 — Utilize o Teorema da Divergéncia para calcu-

lar as integrais de superficie // f-dS do campo de
N

vetor f(x,y, z) ao longo da superficie S.

a) f(x,y,z) =xi+2yj+3zk,S:x*+y* +22 =
9
f(x,y,z) = xi+vyj+zk, S : Bordo de um
cubo sdlido S ={(x,y,z) : 0 <x,y,z< 1}
f(x,y,z) =x}i+y}j+ 2k, S : X2 +y? + 2% =
1
f(x,y,z) =2i+3j+5k, S: x> +y>+22 =1

b)

31 — Um campo escalar ¢ satisfaz | V|* = 4 e
V- (V) = 10¢. Calcule //g—d)ds, onde S é a

s on
esfera unitdria e n é a normal a esfera.

32 — Seja
- oD
_ q xi+yj +zk
X+yitzr 2yl 2]
onde q é uma constante nao-nula.
_>
a) CalculeV- E;

H
b) Calculeofluxode E através da superficie es-
férica x2 +y2 +2z2 = 1, com normal T’ apon-
tando para fora da esfera;

?(x,y,z)

_)
Calcule o fluxo de E através da superficie
esférica x2 + y2 + (z—2)* = 1, com normal
T apontando para fora da esfera.

33 — Seja Q um aberto de R? e seja T um campo

vetorial de classe C' em Q. Suponha que

//?-stzo,
(e}

para toda superficie esférica o, com normal exterior
T, contida em Q). Prove que U é solenoidal em Q.

34 — Seja F-P7 + Q? + RX de classe €' no
aberto R® —{(0,0,0)}. Seja o a fronteira do conjunto
K={(xy,2z) e R®®/x*+y*—1<z<1-x*—y?,

com normal T apontando para fora de K. Mostre

que//vX?.ﬁdszo.
o

35 — Mostre que o Teorema de Green é um caso
especial do Teorema de Stokes.

_)
36 — Seja F um campo de classe €' num aberto
contendo a fronteira do cubo {0 < x <1, 0 <y <
1,0 <z < 1} Seja T a normal apontando para

fora do cubo. Mostre que // Vx F-mdS=0.
o



37 — Seja S a superficie do cubo unitdrio 0 < x <
1,0<y <1,0 <z < 1, esejan o vetor unitario
normal exterior a S. Se F (x,y,z) = x%i + yzj + 2%k,
use o teorema do divergente para calcular a inte-
gral de superficie [ F-ndS. Verifique o resultado
calculando a integral de superficie diretamente.

38 — Use o Teorema de Stokes para mostrar as
igualdades:

a) /(U +z)dx + (z+x)dy + (x +y)dz = 0O,
C
onde C é a curva de intersec¢do do cilindro
x? +y% =2y com o plano y = z;
b) / ydx + zdy + xdz
C

curva de interseccdo da esfera de equagdo
x> +y?+2? = a’? como planox +y +z = 0.

na? 3,onde C é a

39 — Seja n a normal unitdria exterior a superficie
techadas S que contem o volume V, do tipo descrito
no teorema de Gauss. Seja f uma fungdo harmo-
nica, V2f = 0, com segundas derivadas continuas.
Mostre que

of
//fads :// |V f]|* dxdydz.
S \Y%

Green, Gauss Stokes: Aplica¢oes

40 — Calcule a 4rea da superficie da esfera x> +
y? + 22 = a?, situada no interior do cilindro x* +

y>=ay,coma >0

41 — Calcular a area da porgdo do paraboloide
x? + 2?2 = 2ay cortada pela planoy = a.

42 — Considere S uma superficie orientada de
bordo C e sejam r = xi +yj + zk e u um vetor cons-
tante. Considere o campo F = u x r. Mostre que

/FdQ:Z//u-ndS
C S

43 — Considere a superficie S descrita pelo para-
baldidez = 16 —x? — yz paraz > 0, como mostrado
na figura abaixo.

Considere a seguinte orientacdo: deixe @ denotar
o vetor normal unitdrio para S com componente z
positiva. A intersec¢do da superficie S com o plano
z sera uma curva C.

Verifique o Teorema de Stokes para a superficie S
descrita acima e o campo vetorial F = (3y, 4z, —6x).

44 — A origem do sistema de coordenadas car-
tesianas estd no centro da Terra. Suponha que a
Lua esteja sobre o eixo z a uma distancia R da
Terra (centro-a-centro). A forca de maré exercida
pela Lua sobre uma particula na superficie da Terra
(ponto (x,y,z)) é dada por

- x Yy 2z
Encontre o potencial escalar para esta forca de
maré.

45 — Use as equacgdes de Maxwell no vacuo e na
auséncia de fontes, para mostrar que os campos E
e B satisfazem a equacdo de onda

1 0? 1 0?
<V2—g%)E:O, (vz——a—>3=o,

c2 ot
isto é, mostre que campos eletromagnéticos se pro-
pagam com velocidade ¢ no vacuo.



